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Ejercicio 1 (6 puntos)

a) En el conjunto Z se define la relacién aRb con a,b € Z si y sélo si 7|(b — a), donde | es la relacién de
divisibilidad, es decir, x|y significa que “z divide a y”. Demuestra que se trata de una relacién de equivalencia
en Z, y encuentra las clases de equivalencia de los elementos 0 y 3, es decir, encuentra las clases [0] y [3].

b) Calcula el cardinal del conjunto C' = {k € Z,k > 0: k|437 o k|473}.

Solucion:

a) R es relacién de equivalencia si cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

R es reflexiva puesto que 7|(a — a), luego aRa.

R es simétrica puesto que si aRb, y por lo tanto 7|(a — b), también tenemos que 7|(b — a), es decir bRa.

R es transitiva puesto que si aRb y bRc, es decir, si se tiene que 7|(a — b) y 7|(b — ¢), también se cumple
que 7|(a — ¢), y por lo tanto aRc.

aRb=T|(a—b)=a—-b="Tp N bt D+ Ta = o+ q) = TI( ) = aR
a— —c= a—c= a—c aRc
bRe=T|(b—¢) = b—c=1Tq prrid P
Luego R es efectivamente relacién de equivalencia.

Las clases de equivalencia son:

0)={x€Z:0Rz} ={zxe€Z: Tz} ={Tx,z€Z}={.,-21,-14,-7,0,7,14,21, ...}
Bl={r€Z:3Re}={a € Z:T|(x—3)} = {Te + 3,2 € Z} = {..., 18,11, -4,3,10,17, 24, ...}

b) Factorizamos ambos niimeros y obtenemos que 437 = 19-23 y 473 = 11-43, luego 437 y 473 son coprimos
y s6lo tienen como divisor comun al 1. Por lo tanto |C| =4+4—-1=7.

Ejercicio 2 (12 puntos)

Considera el conjunto A = {1,2,3,4,6,8,12,15,24,90, 180,360} con la relacién de orden de divisibilidad |
descrita en el ejercicio anterior.

a) Dibuja el diagrama de Hasse del conjunto ordenado (A4, |).

b) Obtén las cotas superiores e inferiores, supremo e infimo, maximo y minimo, maximales y minimales, si
los hay, del subconjunto B = {2,3,4,6,12,180}.

c) Razona si los elementos 6 y 15 tienen complementario en A, y en caso afirmativo obténlos.

d) Razona si A es un Algebra de Boole.

Solucion:

a)
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b)

Maximales: {180}
Minimales: {2,3}
Maéximo: 180
Minimo: 3

Cotas superiores: {180,360}

Cotas inferiores: {1}
Supremo: 180
Infimo: 1

c) El elemento 6 no tiene complementario, el complementario del 15 es 8.

d) No es élgebra de Boole puesto que A no es reticulo complementario (como se vio en el apartado anterior,
no todos los elementos poseen complementario).

Ejercicio 3 (5 puntos)

Encuentra la expresién mas sencilla que detecte los niimeros impares de un solo digito que sean primos o

multiplos de tres.

Solucion:

Utilizamos una funcién booleana con 4 variables para representar los 10 digitos 0,1, ..., 9. Los digitos primos
son {2,3,5,7} y los miltiplos de 3 son {0,3,6,9}, luego los nimeros digitos impares primos o miltiplos de
tres son {3,5,7,9}. Describimos una funcién que detecte el conjunto anterior con la siguiente tabla de verdad

incompleta:

x y z t|f(xyzt) digito
0 0 0 O 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 2
0 0 1 1 1 3
01 0 0 0 4
0 1 0 1 1 )
0 1 1 0 0 6
0O 1 1 1 1 7
1 0 0 0 0 8
1 0 0 1 1 9
1 0 1 0 - -
1 0 1 1 -

1 1 0 0 - -
1 1 0 1 - -
1 1 1 0 - -
1 1 1 1 - -

La expresion que describe dicha funcién es f(z,y,z2,t) = 2'y'2t + 2'y2't + 2'yzt + xy'2't, que podemos



simplificar utilizando el siguiente mapa de Karnaugh:

y y vy y
X 0| t
x )t
(1 L1 1) 0|t
X0 0|00V
7 71 171 7

La expresiéon booleana mds sencilla en forma de suma de productos es f(x,y,z,t) = xt + yt + zt, que
podemos simplificar atin més como f(x,y, z,t) = (z + y + 2)t.
Ejercicio 4 (5 puntos)

Demuestra por induccién que para todo n > 1 se cumple la igualdad

n

Zk3 _ n*(n+ 1)2.

Solucion:

1) Comprobamos la condicién inicial: para n = 1 tenemos 1> =1y

2 2
# = 1 que son iguales.

2 2
2) Hipétesis de Induccién: suponemos el resultado cierto para n = k, es decir, Zle 3=k (k: Dy

3) Comprobamos que el resultado es cierto para n = k + 1 (utilizando la hipdtesis de induccién)

k+1 k
Y i = 13+23+...+k3+(k:+1)3:(Zi3>+(k+1)3
=1 =1
k*(k +1)2 5 KE+1D2+4k+1D)(k+1)?* (B+12(kK2+4k+4) (kK+1)%(k+2)?
= g TR 4 - 4 B 4

Luego aplicando el teorema de Induccién el resultado es cierto para todo n > 1.

Ejercicio 5 (7 puntos)

Los 21 alumnos de 3 afios de un colegio de Extremadura desayunan dos veces a la semana con productos que
una empresa local regala al colegio en paquetes de 12 unidades. El desayuno consiste en un batido de leche por
alumno. Sabiendo que la promocién ha durado entre 12 y 16 semanas y que han sobrado 18 batidos, jcudntos
paquetes de batidos ha podido regalar la empresa al colegio? Razona la soluciéon utilizando el algoritmo de

Euclides.
Solucion:

Sean z el nimero de paquetes regalados por la empresa, e y el nimero de semanas que ha durado la
promocion, tenemos que la empresa ha regalado 12z batidos de leche y los alumnos han consumido (2 - 21)y
batidos. Como han sobrado 18 batidos, tenemos que

122 — 42y = 18.
Usamos el algoritmo de Euclides para calcular que med(12,42) = 6.

42 = 3-1246
12 = 2640

Como med(12,42) = 6 divide a 18, tenemos que la ecuacién diofdntica 12z — 42y = 18 tiene soluciones
enteras. Usando ahora el algoritmo extendido de Euclides tenemos que 6 = 42 — 312, luego podemos encontrar



una solucién inicial (zg, yo) de la ecuacién diofantica teniendo en cuenta que
12-(=9)—42-(-3)=6-3
o = —9, Yo = -3

y todas las soluciones son:

(—42) _
= = =—-9-Tt
o x0+126 = o Vt € Z
Y=y — §t y=-3—2t

Puesto que ademas debe cumplirse que y > 12 e y < 16, tenemos que

—3-2t>12 t< -1
= 2 tel
—3-2t<16 t>-3

Existen por lo tanto dos posibles soluciones:

(1) t = =9, la promocién ha podido durar 15 semanas y la empresa regalé 54 paquetes de batidos, o
(2) t = =8, la promocién ha podido durar 13 semanas y la empresa regal6 47 paquetes de batidos.



